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Abstrakt 
 
Diplomové práce se zabývá filtrací obrazů snímaných při nukleární magnetické 
rezonanci (NMR) a její uplatnění v praxi. Práce obsahuje popis principu nukleární 
magnetické rezonance, číslicových filtrů, základní struktury bank číslicových filtrů, 
teorii Vlnkové transformace a popis výpočtu poměru signál/šum v obraze. Základy 
filtrace MR signálu jsou shrnuty v teoretické části práce. V experimentální části práce 
jsou popsány vytvořené filtrační metody navržené pro odstranění šumu, vytvořené v 
programovém prostředí Matlab. Metody jsou založeny na Vlnkové transformaci, 
bankách filtrů s vhodně zvolenými prahovacími technikami. Účinnost navržených 
metod byla ověřena na 2D obrazech sejmutých na MR tomografu Ústavu přístrojové 
techniky Akademie věd v Brně. 
 
Klíčová slova: Vlnková transformace, Banka filtrů, Číslicový filtr, Filtrace NMR 
signálu, Nukleární magnetická rezonance. 
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Abstrakt 
 
This master thesis deals with filtering of the images detected by use of NMR obtained 
by NMR application measurement of nuclear magnetic resonance (NMR). This thesis 
includes the theory of nuclear magnetic resonance, digital filters, basic digital filter 
banks structures, theory of Wavelet transformation and description of Signal to Noise 
Ratio calculation. Basic procedure of the MR signal denoising is summarized in the 
theoretical part of the thesis. The denoising of the images detected by nuclear 
magnetic resonance is also described. 
Filtering methods for images denoising, which are implemented in program Matlab 
are described in the experimental part. These methods are based on Wavelet 
transformation and digital filter banks with proper thresholding. Effectiveness of 
filtering methods designed was verified on 2D NMR images. All of these 2D images 
were measured using MR tomography in the Institute of Scientific Instruments 
Academy of Science of the Czech Republic in Brno. 
 
Keywords: Wavelet Transformation, Filter Bank, Digital filter, Denoising NMR signal, 
Nuclear magnetic resonance 
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Seznam symbolů a veličin 
 
e náboj jádra 
eP náboj protonu 
fc kritický kmitočet 
fmax maximální kmitočet 
fs vzorkovací kmitočet 
fsp původní vzorkovací kmitočet 
g faktor spin-orbitální interakce 
h Planckova konstanta 
l spinový vektor 
m hmotnost jádra 
mp hmotnost protonu 
t časová proměnná 
x(n) vstupní signál 
y(m) výstupní signál 
B0 vektor indukce magnetického pole 
B1 vektor indukce vysokofrekvenčního magnetického pole 
H0(z) přenosová funkce DP  
H1(z). přenosová funkce HP  
M0 magnetický moment měřené látky 
D decimační koeficient 
L faktor interpolace 
n efektivní hodnota šumu 
M faktor decimace 
T vzorkovaci perioda 
S střední hodnota signálu 
µ  magnetický moment  
∆E rozdíl energie dvou hladin 
∆ω precesní pohyb 
τ  časové posunutí  
γ  gyromagnetický poměr 
ΩS  střední úhlová frekvence 
λ prahovací úroveň 
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Seznam zkratek 
 
CWT spojitá vlnková transformace (Continuous Wavelet Transformation) 
DP dolní propust 
DTFT diskrétní Fourierova transformace (Discrete Time Fourier Transformation) 
DWT diskrétní vlnková transformace 
FFT rychlá Fourierova transformace 
FIR filtry s konečnou impulzní odezvou (Finite Impulse Response) 
FID signál volné precese 
FT Fourierova transformaceac 
HP horní propust 
IIR filtry s nekonečnou impulzní charakteristiku (Infinite Impulse Response)  
MR  magnetická rezonance 
MRI  zobrazovácí magnetická rezonance  
MRS  magnetorezonanční stetoskopie 
NMR nukleární magnetická rezonance 
QMF kvadraturní zrcadlový filtr  
STFT krátká Fourierova transformace (Short-Time Fourier Transformation) 
ÚPT Ústav přístrojové techniky 
VT vlnková transformace 
WT Wavelet transformation 
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1  Úvod 
 
Při pohledu na pojem nukleární magnetická rezonance (NMR) nás může zarazit 
slovo “nukleární“ a většině lidí si může vybavit výbuch atomové bomby. Přesto je 
tento pojem v součastné vědě široce používán. Samozřejmě nejde o žádnou útočnou 
zbraň, ale o prostředek, jak zkoumat jednotlivé druhy látek jak v kapalném tak 
plynném a pevném stavu. Na rozdíl od atomové zbraně, kde je uvolňována obrovská 
energie při rozpadu atomového jádra (dle vztahu Einsteinovy teorie relativity E=m.c2) 
se v našem případě jedná o tak nepatrnou energii, že je v některých případech těžké 
odlišit zda nejde o elektronický šum způsobený tepelným pohybem. Díky této NMR 
metodě je možné popsat třírozměrné uspořádání látek v prostoru a jejich vnitřní 
strukturu [1]. 
 
NMR je značně složitá fyzikálně-elektronická metoda založená na sledování 
interakcí magneticky aktivních jader umístěných v silném magnetickém poli s 
elektromagnetickým zářením v oblasti radiových vln. Vlivem molekulového okolí a 
vzájemných interakcí sledovaných jader dochází k charakteristickým posunům a 
štěpením signálů jednotlivých jader ve spektru. Tak je zpětně možné usuzovat na 
strukturu sledované molekuly nebo jejích částí. 
NMR se zakládá na schopnosti některých atomových jader (s lichým počtem 
protonů) při určité intenzitě magnetického pole rezonovat na určité frekvenci. 
Rezonance se projeví jako zvýšená pohltivost jader pro elektromagnetické záření 
daného kmitočtu. 
NMR byla původně analytickou metodou, později byla zdokonalena a 
rozvinuta i jako metoda zobrazovací. 
Starší metoda „spojité vlny“ ("CW" - Continuous Wave) využívala buďto 
průběžné změny frekvence při stálé intenzitě pole, nebo naopak průběžné změny 
intenzity při stálém kmitočtu. 
Rychlejší metoda FT-NMR (Fourierova transformace) využívá náhlé skokové 
změny magnetického pole (které se chovají jako složení mnoha vln) a měření změny 
zbytkového magnetizmu zkoumané látky. Absorpční spektrum se poté počítá pomocí 
Fourierovy transformace. 
Uvedená analytická metoda je poměrně technicky náročná, protože vyžaduje 
silné magnetické pole (jednotky T), může ale poskytovat velkou přesnost. 
Přestože v nukleární magnetické rezonanci nefiguruje žádné ionizující záření 
patří tato metoda mezi jaderné a radiační metody. Jedná se však o metodu 
založenou na poznatcích jaderné fyziky - na vlastnostech atomových jader [2]. 
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1.1 Historie 
 
Zobrazování magnetickou rezonancí (MRI) využívá fyzikálního principu 
zvaného nukleární magnetická rezonance, který je v literatuře popisován od roku 
1940 (Bloch 1940, Purcell 1946). Nejdříve se používal tento princip zejména 
v chemii, kde se využívala MR spektroskopie (MRS). Zobrazování pomocí NMR se 
objevuje po roce 1970 a z důvodu lepšího přijetí laickou veřejností bylo z názvu 
vypuštěno slovo nukleární (či jaderná) a ujal se název MRI. 
 
Moderní historie NMR sahá do 60-tých let minulého století. V tomto období se 
stala NMR skoro nezbytnou součástí moderní chemie při určování organických 
molekul. Další rozmach nastal po roce 1970 kdy byl navržen první 2D NMR 
spektroskop. Poté NMR začala být používána i v biochemii a strukturální biologii [1]. 
V roce 2002 byla udělena Nobelova cena vědci Kurtu Wüthrichovi, který se zasloužil 
o rozpracování NMR technik a je považován za jednoho z nejvýznamnějších vědců 
orientujících se v tomto odvětví.  
 
V roce 1987 Charles Dumoulin rozšířil metodu magnetorezonanční angiografie 
(MRA). Tato metoda dokáže při použití speciálních kontrastních látek na bázi 
komplexů galia perfektně zobrazovat krevní řečiště  
 
1.2 Praktické použití 
 
NMR spektroskopie je založena na fyzikálně-chemické metodě využívající 
interakci atomových jader s nenulovým jaderným spinem v magnetickém poli. 
Zkoumá přechody mezi jednotlivými spinovými stavy a rozdělení energií jaderného 
spinu v magnetickém poli vyvolané působením radiofrekvenčního záření. Na základě 
tohoto principu může určit struktury molekul a složení zkoumaných látek. 
 
 
Obr.1.1 NMR přístroj [3] 
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Za poslední desetiletí zažila spektroskopie obrovskou proměnu. Supravodivé 
magnety nahradily dříve používané permanentní magnety a elektromagnety. Dřívější 
poměr malé intenzity magnetického pole vůči velikosti elektroniky se dramaticky 
změnil. Tento poměr se dá přirovnat například k výkonu dřívějších sálových počítačů 
a jejich velikosti vůči dnešním miniaturním supervýkonným. Dnes supravodivé 
magnety dosahují intenzity magnetického pole vyšší jak 21 T a potřebné elektronické 
zařízení se nyní vejde do malých krabic. Teplota kapalného helia je menší než 2 K 
[1]. 
Dnes je NMR spektroskopie použita prakticky ve všech odvětvích chemie. Na 
univerzitách a v  průmyslových laboratořích je použita pro studování různých 
chemických sloučenin. Typický NMR výzkum kombinuje jedno a dvou rozměrné 
experimenty. NMR je také použita ke zkoumání vzájemného ovlivňování různých 
molekul (např. enzym-substrát, mýdlo-voda), kde se zkoumají molekulární pohyby 
v tekutinách a polymerech a tak jsou získávány informace nejenom o hodnotách 
aktuálních reakcí. 
V pevném skupenství se díky NMR studují různé druhy materiálů použité pro 
vědecké účely. Jedná se například o minerály, proteiny, tenké vrstvové filmy, různé 
gely. 
NMR je také široce použita v lékařské diagnostice. Zobrazovací magnetická 
rezonance (MRI) je nástroj, který používá dnes mnoho nemocnic. MRI představuje 
objev v lékařské diagnostice a výzkumu a je použita pro zobrazování všech orgánu 
v lidském těle. Jenom v roce 2003 bylo na celém světě v provozu odhadem 1000 
diagnostických zařízení. Po celém světě je za rok provedeno více než 60 milionů 
vyšetření. 
Průmyslová aplikace NMR je zaměřena na zkoumání olejů, přírodních plynů, 
na obnovu petrolejového průmyslu, kontrolu procesů v reálném čase, procesovou 
optimalizaci v olejových rafinériích, petrochemii, hornictví, uhelném průmyslu, 
polymerové výrobě, kosmetickém a potravinářském průmyslu [4]. 
 
Na obrázku 1.2 můžeme vidět, že je měřený (zkoumaný) vzorek vložen 
do silného magnetického pole. Obrázek ukazuje supravodivý magnet ochlazovány 
tekutým dusíkem a heliem. Do vzorku jsou vyslány pulzy vysokého kmitočtu (RF), na 
ty vzorek vyzařuje “odpověď“. Tato odezva je elektronicky analyzována a výsledkem 
je NMR spektrum, které je zobrazeno na počítači. 
 
Obr.1.2 NMR spektroskopie 
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§ Magnet - většinou supravodivý, pro speciální účely se ještě používají 
elektromagnety nebo permanentní magnety. 
§ Zdroj RF záření (frekvenční generátor) – generuje střídavý proud, který indukuje 
do prostoru přístroje RF pole o indukci B1. 
§ Detektor (počítač – pozor jsou tam snímací cívky a pak teprve je to posíláno do 
PC) – detekuje odezvu souboru měřených jader, určuje nosnou frekvenci ω0 
(převod systému do rotující soustavy souřadnic). 
 
1.3 NMR v lékařství 
 
Princip této moderní a účinné zobrazovací metody, známé od roku 1946, je 
založen na chování jader vodíku v silném vnějším magnetickém poli. 
Lidské tělo obsahuje až 2/3 vody a každá její molekula obsahuje dva atomy 
vodíku. Jádra vodíku, tj. protony, se chovají jako mikroskopické magnety. Pacient při 
vyšetření leží v "tunelu" přístroje, kde na něho působí magnetické pole. Protony - 
magnety se v tomto magnetickém poli pravidelně uspořádají. Jakmile k tomu dojde, 
vyšle přístroj krátký elektromagnetický impulz, na který protony zareagují a jejich 
uspořádání se změní. Jakmile impulz odezní, vracejí se protony do původního stavu 
a přitom vysílají signály nízké úrovně. Přístroj tyto signály registruje, měří, počítač je 
matematicky analyzuje a zobrazuje na obrazovce monitoru. 
MR je nejdokonalejší metoda snímkování lidského těla, která nemá žádné 
vedlejší účinky. Přístroj pro vyšetření magnetickou rezonancí se nazývá MR skener 
[5]. 
 
Princip MR skeneru: 
V porovnání s jinými lékařskými diagnostickými metodami je u diagnostiky s 
využitím magnetické rezonance (MR) kontrast snímaného obrazu dán množstvím 
vodíkových jader v měřené tkáni, jejich relaxačními vlastnostmi, difúzí nebo jiným 
pohybem. 
Přístroj snímá snímky řezů těla po milimetrových krocích, řezy mohou být 
orientovány libovolně v prostoru. Skener rozliší zdravou tkáň od nemocné. 
Nemocnou tkáň poté označí. Počítač z řezů sestaví trojrozměrný obraz lidského těla. 
Nemocnou tkáň poté označí. Existují i přístroje, které umí pohybová vyšetření. Lékař 
může přímo sledovat třeba špatnou funkci kloubu. Vrcholem diagnostických metod 
jsou funkční vyšetření mozku. 
V přístroji vzniká silné magnetické pole, mnohem silnější než magnetické pole 
Země, homogenní a bez sebemenších rušivých vlivů – to bychom byli moc rádi. Jeho 
zdrojem není běžný elektromagnet, ale cívka ze supravodivého materiálu, chlazená 
tekutým heliem. Uprostřed takové maxicívky pak leží vyšetřovaný pacient. 
Na snímcích z MR se dají jednoznačně určit roztroušená skleróza, nádory 
mozku, poruchy míchy, záněty šlach, dají se poznat poruchy vazů, kloubních 
pouzder, páteřních plotének, určí se velikost cyst, rozpozná se mozková cévní 
příhoda ještě před jejím vypuknutím. Přístroj prozkoumá cévní systém [5]. 
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Obr.1.3  Přístroj pro vyšetření magnetickou rezonancí [5] 
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2 NMR 
2.1 Teoretické základy NMR 
 
§ Metoda je založena na interakci elektromagnetického vlnění v oblasti krátkých 
radiových vln s jádry měřené látky umístěnými ve vnějším magnetickém poli. 
 
§ Absorbovaná energie způsobuje přechody nenulových magnetických momentů na 
vyšší energetické stavy. 
 
§ Metoda může být použita pro kvalitativní i kvantitativní popis měřené látky. 
 
§ NMR dnes patří mezi nejdůležitější spektrometrické metody používané při řešení 
strukturních a kinetických problémů. 
 
§ Základním předpokladem NMR spektrometrie je existence nenulového jaderného 
magnetického momentu ve zkoumané látce. 
 
§ Pro jaderný magnetický moment µ platí vztah: 
 
µ= γ.h.I / 2π, (2.1) 
 
kde je: γ … gyromagnetický poměr, 
 
           h … Planckova konstanta, 
 
           I … spinový vektor. 
 
 
§ Konstanta γ - gyromagnetický poměr vyjadřuje úměrnost mezi momentem 
hybnosti a magnetickým momentem a platí pro ni vztah: 
 
g= γ.e/2m,                                                                         (2.2) 
 
kde je: g … faktor spin-orbitální interakce, 
 
            e … náboj jádra, 
 
           m … hmotnost jádra. 
 
 
§ Hodnota magnetického momentu se často vyjadřuje pomocí jaderného 
magnetonu µ: 
 
µ = eP.h/4π.mP = 5,0505.10-27 Am2,                                 (2.3) 
 
kde je: mP … hmotnost protonu, 
 
            eP … náboj protonu. 
 
 
§ NMR spektrum lze naměřit pouze pro látky s atomy obsahujícími lichý počet 
protonů nebo neutronů. 
 
§ Jádra, která mají sudý počet protonů i neutronů, mají nulové spinové kvantové 
číslo, nemají jaderný magnetický moment a nejsou v NMR spektru pozorovatelná.  
§ Jádra se spinovým kvantovým číslem I = 1/2 mají jaderný magnetický moment a 
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jsou snadno měřitelná (1H,13C).  
 
§ Jádra se spinovým kvantovým číslem I > 1/2 mají jaderný magnetický moment, 
avšak často bývají v NMR spektrometrii obtížně měřitelná.  
 
§ Pokud je jádro s nenulovým spinovým číslem mimo magnetické pole, jaderný spin 
se nijak neprojevuje.  
 
§ Po umístění jádra s nenulovým spinovým číslem do vnějšího magnetického pole 
dojde ke vzniku nových energetických hladin. 
 
§ Pro jádra se spinovým číslem I = 1/2 je pozorován v magnetickém poli vznik dvou 
hladin energie, mezi nimiž je energetický rozdíl: 
 
∆E = γ.h.B0/2p,                                                                  (2.4) 
 
kde je:   ∆E …rozdíl energie dvou hladin, 
 
               γ ...gyromagnetický poměr (konstanta charakteristická pro jádro každého 
izotopu), 
 
                h …Planckova konstanta,¨ 
  
               B0 …indukce magnetického pole. 
 p … úhlový moment (rovnoběžný s osou rotace) 
 
§ Frekvence přechodu leží obvykle v oblasti desítek až stovek MHz. 
 
§ Populace jader na obou energetických hladinách je vzhledem k malému 
energetickému rozdílu téměř shodná [5]. 
 
2.2 Fyzikální princip 
 
Nukleární magnetická rezonance je založena na oscilaci atomových jader 
v silném magnetickém poli. Většinu atomový jader lze považovat za elementární 
magnety, které rotují kolem své vlastní osy a mající spin (±1/2). Protože náboje jádra 
a spinu jsou nesymetricky rozloženy vznikne magnetický moment jádra. Magnetický 
moment zkoumané látky M0 je zjištěn vektorovým součtem magnetických momentů 
všech jader. Pokud nepřiložíme silné vnější magnetické pole budou jádra ve 
zkoumané látce náhodně orientována a vektor magnetizace M0 je nulový. Vložíme- li 
zkoumaný vzorek do silného homogenního magnetického pole bude vektory 
magnetizace M0 orientován ve směru vektoru indukce B0. 
 
 Chceme- li zjistit směr rotace jader a jejího úhlového kmitočtu, vložíme jádra 
do vysokofrekvenčního magnetického pole s magnetickou indukcí B1. Toto pole je 
kolmé na základní magnetické pole B0 a má kmitočet f0=ω0/2π.  Rezonanční efekt 
vzniká jsou-li úhlové kmitočty vysokofrekvenčního magnetického pole ω0 
a rezonanční kmitočet jader ω blízké. Poté vznikne mechanická síla, která vyvolá 
kroutivý moment jader a tím dochází k pohybu vektoru magnetizace M0. Tento vektor 
opisuje plášť kužele s úhlovou rychlostí ∆ω = ω - ω0 (precesní pohyb). 
Elektromotorická síla se indukuje ve snímací cívce, která obklopuje měřená jádra a 
zároveň je kolmá k základnímu magnetickému poli B0. 
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Obr. 2.1. Fyzikální princip nukleární magnetické rezonance 
 
Ve směru vektoru indukce magnetického pole B0 je orientována osa 
souřadnicového systému MR přístroje. Obvykle je nastavována indukce 
magnetického pole v rozmezí 0,1 až 2,0 T. Permanentními magnety velkých rozměrů 
je získávána magnetická indukce do 0,3 T. Pro generaci magnetických polí s 
indukcí vyšších hodnot jsou použity supravodivé magnety. Pro generace 
magnetických polí pro MR přístroje jsou z hlediska stability indukce magnetického 
pole, minimální energetické náročnosti a velikosti pracovního prostoru nejvýhodnější 
supravodivé magnety, umístěné v kryostatech. 
 
Závislost úhlového kmitočtu precesního pohybu jader ω na indukci B0 vnějšího 
stacionárního magnetického pole je lineární 
 
ω = γ.B0.                                                        (2.6) 
 
Konstanta úměrnosti γ gyromagnetický poměr jádra je pro každý druh atomů 
jiná. Pro jádra vodíku 1H má hodnotu 2,6752 .108 rad/s.T. Přesnost MR měření je 
limitována absolutní přesností určení gyromagnetického poměru 10-5. 
 
NMR principu se používá k přesnému měření kmitočtu precesního pohybu 
jader, ale také i k měření indukce stejnosměrného magnetického pole B0. Určení 
touto metodou značně převyšuje ostatní metody. Ale i tato metoda má svoji 
nevýhodu, tou je velká citlivost na nehomogenitu základního magnetického pole B0. 
Výsledný snímaný signál dostaneme matematickým součtem všech signálů 
jader ve zkoumaném vzorku. Každé jádro má rozdílný rezonanční kmitočet. Obálka 
snímaného signálu má exponenciálně klesající charakter a je nazývaný signál volné 
precese (FID). Důležitý je relaxační čas co znamená doba, za kterou se jádra po 
ukončení působení magnetického pole vrátí do svého základního stavu. Jestliže 
vložíme jádra do nehomogenním magnetického pole, budou mít rozdílný rezonanční 
kmitočet a pokles indukovaného signálu FID bude rychlejší než v poli homogenním 
[6]. 
Na obrázku 2.2. je znázorněn princip NMR. 
a) Magnetické momenty jader v analyzované látce mají za normálních okolností 
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b) Působením silného magnetického pole se mag. momenty jader zorientují do 
směru vektoru B0. 
 
c) Vysláním vysokofrekvenčního elektromagnetického pole se tato zorientovaná jádra 
vychýlí ze směru B0, např. o 90°. Po vypnutí tohoto vf. pole budou vychýlená jádra 










Obr. 2.3. Zjednodušené principiální schéma zařízení pro NMR zobrazení [5] 
 
2.3 FID  
 
Signál volné precese FID (free induction decay) je pozorovatelný u NMR 
signálů generovaných s nerovnovážným nukleárním spinem magnetizační precese 
okolo magnetického pole (přizpůsobený kolem osy z). Tato nerovnoměrná 
magnetizace je obecně vytvořena aplikací impulzu s rezonančním kmitočtem blízko 
Larmorova knitočtu nukleárního spinu [7]. 
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Díky relaxac odezvy jednotlivých jader zanikají. Tento zánik probíhá exponenciálně a 
získáme tak signál, který je superpozicí cosinové a exponenciální funkce jak je vidět 





Obr.2.4 FID pro ω = ω0 
 
 
 Obr.2.5 FID pro ω -ω0 <> 0 
 
 
V reálném vzorku snímaném NMR existuje mnoho spinových systémů o různých 
frekvencích. Neexistuje pouze jedna, ale mnoho odezev, které mají různou periodu a 
rozdílnou rychlost zániku. Takováto kombinace signálů vzorku se nazývá FID 
obr. 2.6. 
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Obr.2.6 FID signál pro mnoho spinových systémů 
 




Obr.2.7 Spektrum FID signálu 
 
 
2.3.1 Číslicová filtrace FID signálu 
 
Pokud máme signál nasnímaný můžeme pokračovat se zpracováním dat. Začneme 
číslicovou filtrací, to znamená vynásobením FIDu vhodnou matematickou funkcí. 
Touto vhodnou funkcí je např. exponenciální funkce. S klesající hodnotou Mxy a 
rosoucím časem se poměr signál šum S/N snižuje. Což znamená, že menší hodnoty 
Mxy jsou zanikají v šumu. Na obrázku 2.8 můžene vidět FID signál silně znehodnocen 
aditivním šumem. Pokud ale použijeme zápornou exponenciální funkci na zašuměný 
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FID  signál nastane opačný (nechtěný) efekt a to znamená, že budou potlačeny 
signály s větším Mxy [3]. 
 
 
 Obr.2.8 Spektrum FID signálu 
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3 Číslicové filtry 
 
Návrh číslicových filtrů tvoří společně s DTFT (Discrete Time Fourier 
Transformstion) a spektrální analýzou základ klasického číslicového zpracování 
signálů. Číslicové filtry lze je popsat přenosem, kmitočtovou charakteristikou, 
impulzní odezvou nebo diferenční rovnicí. 
Číslicový filtr je algoritmus nebo obvod, který mění spektrum vstupního 
diskrétního signálu. Může být realizován speciálním obvodem nebo programem pro 
počítač. V reálném čase musí filtr mezi dvěma vzorky provést výpočet konvoluce (filtr 
FIR); zde se často používají speciální obvody – signálové procesory. 
Číslicové filtry navazují na pasivní a aktivní analogové filtry a lze je navrhovat 
buď přímo (FIR), nebo převedením analogového prototypu (IIR) [8]. 
 
Porovnání analogových a číslicových filtrů: 
 
Číslicové filtry 
§ vysoká přesnost, 
§ nemají drift, 
§ mohou mít lineární fázi (FIR), 
§ možnost adaptivní filtrace, 
§ snadná simulace a návrh, 
§ výpočet musí proběhnout během periody vzorkování, 
§ filtrace nízkých kmitočtů, 
§ nevhodné pro vf. signály. 
 
Analogové filtry 
§ menší přesnost, 
§ drift vlivem změn vlastních součástek, 
§ nelineární fáze, 
§ adaptivní filtrace se nemůže použít, 
§ obtížná simulace a návrh, 
§ vhodné pro vysoké kmitočty. 
 
 
Rozdělení číslicových filtrů 
 
Podle délky h(n) - filtry s konečnou impulzní odezvou FIR, 
 - filtry s nekonečnou impulzní odezvou IIR. 
 
Podle struktury schématu - nerekurzivní filtry NRDF (nemají zpětnou vazbu), 
- rekurzivní filtry (zpětná vazba) většinou IIR filtry [9]. 
 
 
3.1 FIR filtry 
 
FIR filtry jsou plně číslicové filtry, které nemají ekvivalent v analogové oblasti 
zpracování signálů. Zpracovávají již plně digitální signál v podobě posloupnosti 
vzorků po převodu analogového signálu A/D převodníkem. FIR znamená Finite 
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Impulse Response, tedy filtry s tzv. konečnou impulzovou odezvou (konečný počet 
nenulových výstupních hodnot po vybuzení filtru jednotkovým impulzem). K jejich 
praktické realizaci je potřeba procesor nebo dnes i vyspělá hradlová pole FPGA. 
 
FIR filtry patří mezi tzv. dopředné filtry, které obsahují jen dopředné vazby a 
tím jejich struktura netvoří integrátor (není zde zpětná vazba), jak je tomu u IIR 
filtrů. Tím je zajištěna stabilita filtru proti rozkmitání a velká robustnost 
pro implementaci. 
 
Výhodou těchto filtrů je především jejich jednoduchá struktura. Z toho vyplývá 
jednoduchý návrh a testování již realizovaných filtrů. FIR filtry jsou vždy stabilní 
(nehrozí rozkmitání), což je dáno jejich strukturou. Největší předností číslicových filtrů 
s konečnou impulzní charakteristikou je tedy kromě stability i možnost získat lineární 
fázovou kmitočtovou charakteristiku v celém kmitočtovém rozsahu [8]. 
 
Impulzní charakteristika číslicového filtru typu FIR má konečnou délku N. 
 
 )}1(),....,2(),1(),0({)}({ −= Nhhhhnh .                                                       [4] 
 
Přenosová funkce H(z) má tvar vztahu 
  




Nevýhodou číslicových filtrů FIR je vysoký řád N systému, pokud má realizovat 
přenosovou funkci se strmými přechody mezi kmitočtovými pásmy. Typickým 
představitelem takovéto přenosové funkce jsou úzkopásmové filtry. S vysokým 
řádem souvisí vysoké paměťové nároky při výpočtu, neboť musí být vyhrazeno 
paměťové místo pro uložení hodnot N stavových veličin, veliké zpoždění při 
zpracování vstupního signálu a prodlužování přechodných dějů v systému. 
 
Číslicové filtry typu FIR se používají v aplikacích, které nejsou náročné na 
strmost přechodového pásma modulové kmitočtové charakteristiky. Příkladem 
mohou být širokopásmové filtry. U nich často požadujeme lineární průběh fázové 
charakteristiky přenosové funkce, aby nedocházelo ke zkreslení zpracovávaného 
signálu, a proto by bylo problematické realizovat je pomocí filtrů typu IIR. Filtry typu 
FIR se relativně snadno navrhují, protože koeficienty přenosové funkce jsou zároveň 
hodnoty impulzní charakteristiky a protože jsou absolutně stabilní. To je výhodné 
zejména při adaptivní filtraci, kde se filtry typu FIR také používají. Použitý iterační 
algoritmus může být jednodušší, a tedy i méně výpočtově náročný, protože 
nemusíme testovat stabilitu navrženého filtru. 
Samotnou filtraci signálů v číslicové (digitální) oblasti se dá využít nejen pro 
úpravu kmitočtového spektra hudby, ale i pro snížení či eliminaci nežádoucího rušení 
obsažené například v signálech pro měření a regulaci nebo zvýšení přenosové 
rychlosti dat, resp. přechodné snížení datového toku s využitím decimace a 
interpolace bez ztráty informace (tzv. perfektní rekonstrukce). Často FIR filtry 
zastávají úlohy ve složitějších systémech pro zpracování signálu, jakými jsou 
samočinné adaptivní filtry, banky filtrů nebo algoritmy pro snížení obsahu šumu 
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Při návrhu číslicového filtru s konečnou impulzní charakteristikou se nejčastěji 
používají tyto metody návrhu [8]: 
 
§ metoda váhové posloupnosti (metoda okna), 
§ metoda optimální rovnoměrně zvlněné aproximace, 
§ metoda vzorkování kmitočtové charakteristiky.  
 
 
Decimace a Interpolace signálu 
 
Decimace je princip, kterým lze snížit počet vzorků signálu (snížit datový tok) a 
ve spojení s interpolací na druhé straně přenosové cesty obnovit původní počet 
vzorků (datový tok užitečného signálu aniž by došlo ke ztrátě informace) zkreslení a 
užitečného (digitálního) signálu, tzv. perfektní rekonstrukce. To ale platí pouze za 
předpokladu, že frekvenční spektrum užitečného signálu je nižší než hodnota 
vzorkovací frekvence A/D převodníku dělená decimačním koeficientem (násobkem 
snížení počtu vzorků, resp. datového toku). 
 
Blokové schéma přenosové cesty s decimací na počátku a na konci s 
interpolací, je na obrázku 3.1. 
 






kde je      fc … kritický kmitočet, 
               fmax …maximální kmitočet, 
               fs …vzorkovací kmitočet. 
 
 
Kritický kmitočet fc filtrů FIR musí být navržen pro udávaný kmitočet fsp/(2*D), 
kde fsp značí původní vzorkovací kmitočet vstupujícího signálu (před decimací), nebo 
fc=fs/2, kde fs = fsp /D. D zde značí decimační koeficient (na obrázku 3.1. je D = 2, 
tedy fc = fsp /4). Decimace se může snadno realizovat vypuštěním  
(D - 1) vzorků z bloku D vzorků, tzn. pro D = 2 vypuštěním každého 2. vzorku. 
Interpolaci lze naopak vytvořit vkládáním nulových vzorků místo dříve vypuštěných. 
 
Principu decimace/interpolace se využívá v tzv. bance filtrů. Ta umožňuje 
rozdělit celé kmitočtové spektrum signálu do menších podpásem a každý tento užší 
úsek kmitočtů rozdílně zpracovávat, například dle míry obsažené informace [9]. 
 
DPFIR ↓ 2 
původní datový 
tok /2 
   ↑ 2    DPFIR 
 vstup výstup
decimace 2 interpolace 2 
fc = fmax = fs /2,  
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3.2 IIR filtry 
 
Číslicové filtry typu IIR (Infinite Impulse Response) mají nekonečnou impulzní 
charakteristiku a pro jejich realizaci je nutné použít zpětných vazeb (rekurzí), tj. 
rekurzivních struktur. Pro dosažení stejných požadavků zadání není nutné používat 
tak vysoký řád přenosové funkce, jak tomu bylo u číslicových filtrů typu FIR. S tím 
souvisí i menší požadavky na paměť při ukládání koeficientů a stavových 
proměnných. Z experimentální zkušenosti lze říci, že pro stejné zadání vychází řád 
přenosové funkce filtru typu FIR asi 10krát vyšší než  řád přenosové funkce filtru 
IIR. Číslicové filtry typu IIR jsou oblíbené pro jednoduché metody návrhu při využití 
bohaté literatury návrhových tabulek analogových filtrů. Protože řád přenosové 
funkce je malý, je i malé zpoždění při zpracování vstupního signálu filtrem. Naproti 
tomu jsou zde problémy se stabilitou a nelze dosáhnout přesně lineárního průběhu 
fázové a kmitočtové charakteristiky v celém kmitočtovém rozsahu [8]. 
 
Číslicové filtry FIR mají výhody ve stabilitě a linearitě fázové kmitočtové 
charakteristiky v celém kmitočtovém rozsahu. Jejich realizace je nerekurzivní (až na 
metodu kmitočtového vzorkování, kde je použita kombinace rekurzivního a 
nerekurzivního zapojení), a tudíž struktury neobsahují zpětné vazby. Při využití 
adaptivních algoritmů sice filtry typu FIR konvergují k optimálnímu řešení pomaleji, 
ale rovnoměrně. Jsou taky méně citlivé na vlivy kvantování a nemusí být použita tak 
velká délka slova binárních čísel pro koeficienty, jak je tomu u filtrů typu IIR. Jejich 
provedení ovšem vyžaduje velkou paměť pro ukládání koeficientů a stavových 
proměnných a zpoždění při zpracování signálu má podstatně větší hodnotu než u 
filtru IIR. Dají se používat v bance filtrů a spolu s vlnkovými funkcemi realizují 
operace, které nelze provést se samostatně pracujícími filtry. 
 
Vyžadují alespoň jednu zpětnovazební smyčku, jsou to rekurzivní filtry. Přenos 
je tvořen podílem polynomů. Nuly přenosu realizují nerekurzivní část, póly rekurzivní 
část. Řád filtru je určen vyšším ze stupňů polynomu. Mají podstatně nižší řád než 
filtry FIR, takže reagují rychleji. 
Pokud jsou póly jeho přenosu uvnitř jednotkové kružnice, pak je filtr stabilní. 
 
Filtr IIR lze realizovat třemi způsoby: 
 
§ přímá forma (první a druhá), 
§ kaskádní forma, 
§ paralelní forma. 
 
 
Přímá forma IIR filtru: 
odpovídá diferenční rovnici. Nevýhodou je velký počet zpožďovacích linek. 
 
Druhá přímá forma IIR filtru: 
je výhodná pro filtraci signálovým procesorem. Tato forma je citlivá na numerickou 
nepřesnost koeficientů. 
 
Kaskádní forma filtru IIR: 
je v praxi nejčastější! Výhodou je menší citlivost na nepřesnosti koeficientů. 
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Číslicové filtry typu FIR Číslicové filtry typu IIR 
           Výhody                Nevýhody            Výhody                Nevýhody 

























v celém rozsahu. 











Malé nároky na 







k saturaci aritmetiky 
procesoru. 























K číslicovému filtru 
lze najít analogový 
ekvivalent. 





Tab. 3.1 Srovnání vlastností číslicových filtrů s konečnou (FIR) a nekonečnou (IIR) 
impulzní charakteristikou [8]. 
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4 Banky filtrů 
 
Banka filtrů je systém, kterým je možné libovolný číslicový signál 
s kmitočtovým rozsahem (pásmem) 0 až fs/2 Hz (polovina vzorkovacího kmitočtu 
signálu) rozdělit do několika menších kmitočtových pásem (podpásmem), která pak 
lze odlišně zpracovávat. To znamená možnost zpracovávat různé kmitočty signálu. 
Celý systém rozdělení signálu do podpásem však pracuje v časové oblasti, tzn. 
konkrétně s digitálními vzorky signálu, bez použití převodu do kmitočtové oblasti 
například metodou Rychlé Fourierovy Transformace - FFT (Fast Fourier 
Transformation). 
To je výhodné pro redukci šumu a rušení nebo změny parametrů zvuku 
(hudby, řeči) [10] [11]. 
 
4.1 Analýza signálu bankou filtrů 
 
Struktura dvoukanálové banky filtrů, která analyzuje vstupní signál X(z) je 
uvedena na obr. 4.9. Analýza je tvořena dolní propustí DP s přenosovou funkcí H0(z) 
a horní propustí HP s přenosovou funkcí H1(z). Vstupní signál se prostřednictvím 
těchto propustí kmitočtově rozdělí do dvou částí. DP i HP mají střední úhlový 
kmitočet ωS = π/2 a tvoří tak i antialiasingové filtry před podvzorkováním s činitelem 2. 
 
 
Obr.4.1. Analýza signálu bankou filtrů 
 
 
V systémech se změnou vzorkovacího kmitočtu jsme nuceni zavést dva 
základní stavební bloky zvané M-násobný decimátor a L-násobný expander, které 




Decimací nebo-li podvzorkováním rozumíme proces, při kterém původní 
vzorkovací frekvence vstupního signálu x(n) zredukujeme faktorem M. Na obr. 4.2 je 
tento podvzorkovač uveden [9]. 
 
   H0(z)     ↓ 2 








Výstupní signál y(n) má vzorkovací kmitočet M-krát menší než původní vzorkovací 
kmitočet. Vztah mezi x(n) a y(n) je: 
 
                                      y(n) = x(nM).                                              (4.1) 
 
Pouze ty vzorky vstupního signálu, které se vyskytují v časech odpovídajících 
násobkům M jsou decimátorem zachovány. Tato skutečnost je znázorněna na 
obr. 4.3. pro hodnotu  M = 2. 
 
Matematicky lze dokázat, že výsledek decimace spěje k tzv. „aliasingu“, což je 
překrytí spekter decimovaného signálu. Tomuto se dá zabránit, následuje-li před 
procesem decimace ještě filtr typu DP, který omezí spektrum vstupního signálu. 








4.2 Syntéza signálu bankou filtrů 
 
Struktura dvoukanálové banky filtrů, která provádí syntézu výstupních signálů 
z analyzující části x0(z) a x1(z) je uvedena na obr. 4.10. Povýšení vzorkovacího 
kmitočtu, tzv. interpolací a filtrací dolní propustí DP s přenosovou funkcí G0(z) a horní 
propustí HP s přenosovou funkcí G1(z), které tvoří antiaiasingové filtry, se signály 










    ↓ M 
x(n)  y(n) 
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Zvyšováním vzorkovacího kmitočtu je v podstatě inverzní postup ke snižování 
vzorkovací frekvence. Na obr. 4.5 je tato operace naznačena [9]. 
 
Obr .4.5. Zvýšení vzorkovacího kmitočtu 
 
 
Zvýšení vzorkovací kmitočtu je možno zapsat: 
            
             y(n/L)  pro n = m.L , kde m je celé číslo, 
u(n)= 
                        0 jinde. 
 
Obr. 4.6. objasňuje funkci expanderu pro L = 2. Je zde vidět, že při expanzi signálu 
nedochází ke ztrátě informace původního signálu, pouze se přidávají nulové vzorky 
















Obr. 4.6. Objasnění expanze pro L = 2. Zachovány jsou všechny vzorky x(n) 
↑L 
 






-2 -1 0 1 2 3 n 
0 1 -1 n 
u(n) 
-2 2 3 
• • • 
 
y(n) 
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4.3 Druhy bank filtrů 
 
Nejpoužívanější banky filtrů reprezentují dva typy, rozdělené podle principu 
dělení kmitočtového pásma [11]: 
 









Obr. 4.8. Příklad rozdělení kmitočtového pásma signálu do podpásem 1 až 4 
v lineární bance filtrů 
 
 
Oktávová banka filtrů (obr. 4.9. a 4.10.) – kmitočtové pásmo je dělené oktávově na 
nestejně velká podpásma. Lépe vystihuje akustické vlastnosti sluchového ústrojí 
člověka. 
 f [Hz]  fs/8  0  fs/4  3/8 fs  fs/2 
















 4. pásmo 
 3. pásmo 
 1. pásmo 
 2. pásmo 
 vstup 
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Obr. 4.9. Příklad rozkladu vstupního signálu oktávovou bankou filtrů 
s nestejnoměrným dělením 
 
 
Obr. 4.10. Příklad rozdělení kmitočtového pásma signálu do podpásem 1 až 4 
v oktávové bance filtrů 
 
4.4 Princip a struktura banky filtrů 
 
Celou banku filtrů lze rozdělit na analyzujicí a syntetizujicí část (viz. Obr.4.11.). 
Analyzujicí část rozkládá vstupní signál do definovaných pásem banky filtrů, naopak 
syntetizujicí část provádí zpětné složení částí signálu do jednoho na výstupu. Ten již 
obsahuje souhrn změn provedené na jednotlivé signály v podpásmech banky filtrů 
[11].   
 
 
Banka filtrů je strukturálně složena z bloků: 
 
FIR filtry - vymezují kmitočtové podpásma banky filtrů. Využívá se filtrů typu DP 
(Dolní Propust) a HP (Horní Propust) a všechny DP a HP filtry v jednotlivých stupních 







HP  4. pásmo 
 3. pásmo 
 1. pásmo 




 f [Hz]  fs/8  0  fs/4  fs/2 
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Decimátor 2 - snižuje datový tok na polovinu a dvojnásobně sníží vzorkovací 
kmitočet signálu. 
 
Interpolátor 2 – zdvojnásobí datový tok a vzorkovací kmitočet signálu. 
 
Na obr. 4.7. je příklad 4-kanálové lineární banky filtrů, která rozděluje vstupní 
signál do 4 podpásem s rozsahem frekvencí 0 - fs/8, fs/8 - fs/4, fs/4 - 3fs/8, 3fs/8 - fs/2, 
kde fs je kmitočet daného vstupujícího signálu. 
 
U banky filtrů se používá decimační koeficient 2 (obr. 4.11.), proto mezní 
kmitočet FIR filtru musí být fS/4. FIR filtry jsou klasické filtry s konečnou impulzovou 
odezvou (Finite Impulse Response) v řádu desítek s mezním kmitočtem propustného 
pásma fS /4 (obr. 4.12.). Kvalitní banku filtrů dle obr. 4.11. lze realizovat již s FIR filtry 
řádu 21. Decimátor dvěma, je realizován vypouštěním každého druhého vzorku 
v datovém toku. Interpolátor dvěma je naopak realizován doplňováním nulového 
vzorku mezi každé dva vzorky datového toku [11]. 
 
 































 analyzujicí část syntetizujicí část 
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Obr. 4.12. Amplitudová asymptotická přenosová charakteristiky FIR filtrů pro banku 
filtrů z obr. 4.11 
 
Souhrnně decimaci, resp. interpolaci tvoří blok složený z FIR filtru a 
decimátoru, resp. interpolátoru, v pořadí, jak jsem je uvedl. FIR filtr zúžuje spektrum 
signálu, aby i po decimaci (interpolaci) byl splněn vzorkovací teorém, tzn. že 
v signálu se musí vyskytovat jen kmitočty, pro které platí f < fS/2, kde fS je vzorkovací 
kmitočet signálu. V opačném případě dochází k aliasingu, kdy se nevratně a 
nerozdělitelně smíchají spektrální složky signálu. Při decimaci koeficientem  se sníží 
původní vzorkovací frekvence na hodnotu fSnew = fS /D. Proto je nutné použít FIR filtr 
s mezním kmitočtem propustného pásma fS /2D, kde fS je vzorkovací frekvence 
signálu před decimací, resp. po interpolaci.  
 
 f [Hz]  0  fs/4  fs/2 
  DP(f) 
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5 Vlnková transformace 
 
Vznik vlnkové transformace (Wavelet Transformation) je jedním z výsledků 
snahy získat kmitočtový popis signálu. Historicky starší Fourierova transformace 
poskytuje informaci o tom, které kmitočty se v signálu nacházejí, nevypovídá však o 
jejich umístění v čase, je tedy vhodná jen pro popis stacionárních signálů. Možným 
řešením uvedeného problému je použití okna, které v čase ohraničí krátký úsek 
signálu a umožní z něj určovat spektrum v daném časovém intervalu (tento postup se 
nazývá Short-Time Fourier Transform). Nelze přesně současně určit kmitočet a 
polohu jejího výskytu v čase. Proto má uvedené řešení pro časově konstantně široké 
okno pro všechny kmitočty velkou rozlišitelnost ve frekvenci a malou v čase a naopak 
pro časově úzké okno velkou rozlišitelnost v čase a malou v kmitočtu. Ideou vlnkové 
transformace je vhodnou změnou šířky "okna" v čase a jeho tvarem dosáhnout 
optimálního poměru rozlišitelnosti v čase a kmitočtu. Pro nízké frekvence je "okno" 
širší, pro vysoké užší [12]. 
 
 Přestože je krátkodobá Fourierova transformace vhodnou modifikací 
Fourierovy transformace (FT), má stále některé její nevýhody. Obr. 5.1. představuje 
dva typy signálů. V prvním případě představuje x1(t) vysokofrekvenční signál, kde je 
pomocí uvedeného okna zachyceno mnoho period signálu x1(t), zatímco v případě 
druhém jde o signál nízkého kmitočtu (vzhledem k velikosti okna) a proto je oknem 
zachycena jen jedna perioda. Přesnost odhadu FT je tedy pak nízká na nízkých 
kmitočtech a zvětšuje se s rostoucím kmitočtem [13]. 
 
a) b) 
Obr. 5.1. Okénková funkce )()( tvtx pro a) vysokofrekvenční signál )(1 tx   
                                                             b) nízkofrekvenční signál ).(2 tx  
 
Pomocí Fourierovy transformace se získává průběh spektra analyzovaného 
signálu. Pokud však signál je v čase proměnný, výsledky již nejsou ideální. Pak tu je 
vlnková transformace, která umí přesně zobrazit parametry složek signálu v čase i 
kmitočtu. 
Vlnková transformace (WT) je způsob, jak v libovolném signálu (např. zvuku, 
hudby, signálu ze senzoru) rozlišit jednotlivé komponenty, ze kterých je signál složen 
a ty vhodně zobrazit. Provádí tak něco podobného jako Fourierova transformace a 




)()(2 tvtx  
)(tv  
)()(2 tvtx  
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přesnějších výsledků. Vlnková transformace je tedy výpočetní algoritmus vhodný pro 
implementaci na DSP (signálovém procesoru) nebo v PC, založený na porovnávání 
analyzovaného signálu s předem vybraným krátkým vzorem průběhu, tzv. vlnkou. A 
právě úroveň podobnosti pro různá posunutí a roztažení vlnky vůči signálu, je 
hledaným výsledkem transformace [14]. 
 
Vlnková transformace se dá využít k odfiltrování nežádoucích rušení nebo jako 
ztrátová komprese. Po rozložení signálu do komponent lze provést odstranění složek 
s malým vlivem a opětovným složením tak získat digitální signál s menším počtem 
dat tj. velikostí souboru. 
 
Vlastnosti Vlnkové transformace: 
 
§ Odstranění šumu a rušení z libovolných signálů - některé se však hodí více, jiné 
méně. 
 
§ Komprese signálů i v reálném čase - zvuku, hudby, obrazu, videa, signálů ze 
snímačů. 
 
§ Rozpoznávání hran a obrysů v obraze. 
 
§ Zvýrazňování určitých částí signálů. 
 
 
5.1 Princip Vlnkové transformace 
 
Celý princip základní výpočetního algoritmu vlnkové (wavelet) transformace 
CWT (Continuous Wavelet Transformation) spočívá ve vzájemném porovnávání 
analogového signálu x(t) se zvoleným vzorovým tvarem, označovaným jako vlnka ψ 
(wavelet). Vzdáleně je to něco podobného, jako kdyby byly různě tvarované 
předměty porovnávány s nějakým základním geometrickým tvarem typu krychle, 
kvádr, válec, kužel nebo koule. Výsledkem porovnání je hodnota CWT (τ, s) udávající 
úroveň podobnosti vzoru vlnky se signálem.  
 
Protože analyzovaný signál je proti vzorové vlnce velmi dlouhý, je samotné 
porovnávání prováděné metodou postupného posouvání vlnky vůči signálu o 
konstantní krok = časové posunutí τ. Výsledkem je posloupnost čísel udávající 
podobnost vlnky se signálem v konkrétním časovém okamžiku. Další věc je ta, že 
určitý kousek signálu může být vlnce tvarově podobný, pouze je proti ní časově 
prodloužený nebo smrsknutý. Například vlnka má délku 40 ms a kousek podobného 
průběhu signálu jen 20 ms. Proto se mimo časový posuv vlnky provádí i její postupné 
"roztahování" na různé délky, tzv. změna měřítka s. 
 
DWT (Diskrétní Vlnková Transformace) lze chápat jako speciálně vzorkovanou CWT, 
kterou lze počítat rychlým algoritmem, tvořeným filtrací FIR filtry a podvzorkováním 
(decimací). 
Nejpoužívanější praktická realizace DWT spočívá ve struktuře páru kvadraturních 
zrcadlových filtrů (QMF) tvořených dolní propustí DP (scaling filter) a horní propustí 
HP (wavelet filter), které mají komplementární propustná pásma. 
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Jako perspektivní prostředek analýzy signálů je využita diskrétní vlnková 
transformace. Diskrétní realizace vlnkové transformace je úzce spojena s číslicovými 
filtracemi prostřednictvím bank filtrů se strnou strukturou, kde vlnkou filtru může být 
impulzní charakteristika vhodného číslicového filtru FIR typu horní propusti. Tyto 
krátkodobé signály se mohou lépe přizpůsobit reálným signálům než nekonečně 
dlouhé kosinusovou a sinusovky užívané například při Fourierových transformacích. 
Ve spojitosti s bankami číslicových filtrů s dokonalou rekonstrukcí vlnky definují 
impulzní charakteristiky rekonstrukčních filtrů pomocí vlnkové filtrace přizpůsobením 
jednotlivých částí systému úrovni užitečného signálu a jeho rozlišení od šumu 
v libovolném úseku dosáhnout významného potlačení širokopásmového šumu. 
Při vlnkové analýze přispívá každý koeficient k celku pouze lokálně, proto nám 
vlnková transformace, na rozdíl od klasických filtračních metod, dovoluje vytvářet 
lokálně adaptivní filtry. Pro účely protišumové filtrace MR signálu je tato vlastnost 
vynikající. Další velkou výhodou filtrace s využitím vlnkové transformace je, že 
nevytváří zkreslení při strmých skocích vstupního signálu, jako tomu je u filtrace 
klasickými digitálními filtry. 
Vlnková transformace se v posledních letech více a více rozšiřuje jako kvalitní 
metoda zpracování některých číslicových signálů. Není však vhodná pro všechny 
signály. Některé svým tvarem například nevyhovují ani jedné z mnoha nabízených 
vlnek. Obecně je pro stacionární signály a některé kvazi-stacionární signály typu řeč, 
vhodnější Fourierově transformace, zatímco pro zpracování hudby a obrazu zase se 
často jeví výhodnější právě vlnky. Vždy je však vhodné nejprve na "typickém" 




5.2 Spojitá a Diskrétní Vlnková transformace  
 
Spojitá vlnková transformace (Continuous Wavelet Transformation CWT) lze 














τψτ                                 (5.1) 
Máme analyzovaný signál x(t) a z "tabulkové nabídky" zvolený tvar vlnky ψ 
o určitém měřítku s. Postupným posouváním vlnky proti signálu se dle vzorce zjistí 
její podobnost v x konkrétních časových okamžicích. Poté se provede změna měřítka 
vlnky a opětovné porovnání se signálem ve stejných časových okamžicích. A to se 
"provádí" pořád dokola, pro y měřítek vlnky. Výsledkem je tedy matice hodnot 
podobností pro X čas posunutí a Y měřítek vlnky. To je podobné jako u spektrogramu 
STFT (krátká Fourierova transformace - Short-Time Fourier Transformation), kde je 
výsledkem matice hodnot amplitud signálu pro x časové posunutí a y hodnot 
frekvencí. Porovnáním obou matic lze nalézt závislost mezi měřítkem vlnky s a 
frekvencí f, s=1/f. tzn. že malá měřítka vlnky odpovídají zjištění vysokých kmitočtů 
signálů [14]. 
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Na obr. 5.2. a 5.3. je znázorněno časově-kmitočtové měřítko pro přímé porovnání 
STFT s DWT, kde jsou názorně vidět zásadní rozdíly mezi těmito dvěma 
transformacemi. V prvním případě (STFT) je rozmístění středních kmitočtů na 
kmitočtové ose i vzorků v čase konstantní (uniformní). Ve spodní části (DWT) je 
rozmístění středních kmitočtů na nižších kmitočtech menší, čemuž analogicky 
odpovídá větší rozmístění vzorků v čase (nižší vzorkovací kmitočet). 
Poznamenejme ještě, že kmitočtové rozmístění souvisí s polohou sousedních 
filtrů (přesněji jejich středních kmitočtů) a časové rozmístění souvisí se vzorkovacím 
intervalem na výstupu filtrů. Vlnková transformace není výslovně realizována 
posuvem okna jako u STFT, protože zde ve skutečnosti žádné jednotné okno není. 
Tento systém je bankou filtrů, jehož bázové funkce (vlnkové funkce) jsou v podstatě 




Obr. 5.2. Základní rozdíl mezi transformacemi STFT a DWT.  STFT - kmitočtové 
i časové osy jsou uniformě děleny 
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Obr. 5.3. Základní rozdíl mezi transformacemi STFT a DWT. DWT - zde jsou 
spektrální čáry na nižších kmitočtech rozmístěny blíže sebe 
 
5.3 Typy vlnek 
 
Následující přehled stručně uvádí některé často užívané vlnky. Z vlastností je 
uvedena jejich vhodnost pro CWT a DWT, typ nosiče a typ symetrie. V případě 
nekompaktního nosiče je numerický výpočet prováděn na efektivním nosiči. 
Pro zajištění invertibility transformace nemůže být funkce pro vlnku volena libovolně, 
ale musí splňovat určité podmínky. Musí mít nulovou střední hodnotu a vhodný 
kmitočtový rozsah [12]. 
 
 
5.3.1 Vlnka Mexican hat 
 
Vlnka Mexican hat (Mexický klobouk) má tvar druhé derivace průběhu hustoty 
pravděpodobnosti Gaussova rozdělení. 
Vlastnosti: symetrická, nemá kompaktní nosič, vhodná pro CWT, není 
ortogonální (nelze použít pro DWT). Vlnka je členem rodiny Gaussovských vlnek 
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Obr. 5.4.  Vlnka Mexican hat 
 
5.3.2 Morletova vlnka 
 
Morletova vlnka má tvar komplexní sinusovky modulované Gaussovským 
oknem. Je výsledkem kompromisu mezi polohovou lokalizací jednorázových dějů 
(lepší je např. vlnka Mexican hat) a kmitočtovém rozlišením (Fourierova 
transformace). 
Vlastnosti: symetrická, komplexní, nemá kompaktní nosič, vhodná pro CWT, 
není ortogonální (nelze použít pro DWT). 
 
 
Obr. 5.5. Vlnka Morletova 
 
5.3.3 Meyerova vlnka 
 
Meyerova vlnka je definována v kmitočtové doméně, nemá explicitní vzorec 
pro vyjádření v čase. V originálním tvaru nemůže být realizována FIR filtry a tudíž 
použita v rychlém algoritmu DWT. 
Vlastnosti: symetrická, nemá kompaktní nosič (aproximace má), vhodná pro 
CWT i DWT, ortogonální. 
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Obr. 5.6.  Meyerova vlnka   
5.3.4 Haarova vlnka 
 
Haarova vlnka představuje velmi jednoduchou vlnku, která ale neumožňuje 
hladkou rekonstrukci signálu. Bývá často nazývána Daubechies řádu 1. 
Vlastnosti: symetrická, má kompaktní nosič, vhodná pro CWT i DWT, je 
ortogonální, jednoduchá a efektivní implementace. Nespojitost Haarovy vlnky 
představuje přes všechny ostatní výhodné vlastnosti velkou nevýhodu v její aplikaci. 
 
 
Obr. 5.7. Haarova vlnka 
 
 
5.3.5 Vlnka Daubechies 
 
Vlnky Daubechies představují skupinu vlnek různého řádu N. Nemají (kromě 
Daubechies řádu 1) explicitní vyjádření y(x). 
Vlastnosti: asymetrická (kromě Daubechies řádu 1), má kompaktní nosič délky 
2N-1, vhodná pro CWT i DWT, je ortogonální. 
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Obr. 5.8. Vlnka Daubechies2 
 
5.3.6 Vlnka Biortogonální 
Tyto vlnky jsou vhodné pro WT i pro DWT. Vlnky jsou symetricke 
s kompaktním nosičem délky 2N-1. 
 
 
Obr. 5.9. Vlnka Biortogonální 
 
5.3.7 Výběr vlnky 
Ve velké části dostupné literatury popisující aplikace vlnkové transformace se 
uvádí, že výběr použité vlnky byl proveden zkusmo nebo intuitivně. Existují 
souvislosti mezi řešenou úlohou (charakterem analyzovaného signálu) a vhodnou 
vlnkou. Taty pravidla lze shrnout do následujících doporučení: 
 
§ Komplexní vlnky jako Morletova detekují dobře oscilace, nejsou vhodné pro 
detekci osamocených singularit. 
 
§ Čistě reálné vlnky s málo oscilacemi dobře detekují špičky a singularity v signálu. 
 
§ Antisymetrické vlnky jsou vhodné k detekci změn gradientu. 
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§ Symetrické vlnky nezpůsobují fázový posun mezi špičkou, singularitou, oscilací v 
signálu a příslušným projevem ve vlnkových koeficientech. 
 




5.4 Problém konečné délky signálu 
Problém konečné délky signálu (border distortion) se projevuje na okrajích 
intervalu, na kterém je analyzovaný signál definován. Je důsledkem konečné délky 
obou signálů při konvoluci, u CWT a u DWT při konvoluční filtraci. Pro zmírnění nebo 
odstranění lze použít různých metod podle charakteru signálu [12]: 
 
§ Doplnění signálu: 
• Nulami - chybějící část nutná pro výpočet konvoluce se doplní nulami. 
Jde o jednoduché řešení, které většinou zapříčiní vznik diskontinuit v 
analyzovaném signálu a odpovídajících artefaktů na krajích výsledku 
transformace, vhodné pouze pro signály s tvarem odpovídajícím 
modulaci vhodným oknem. 
 
• Extrapolace konstantou - doplnění signálu konstantními hodnotami 
okrajových bodů, přináší stejné nevýhody jako předchozí metoda. 
 
• Symetrizace - doplnění původním signálem symetrické kolem 
okrajového bodu. Vyvolá vznik diskontinuit v první derivaci a 
odpovídajících artefaktů na krajích výsledku transformace, vhodné 
zejména pro 2D transformaci obrazů. 
 
• Extrapolace s hladkou první derivací, vhodná pro signály 
reprezentované hladkou funkcí. 
 
§ Výpočet v kmitočtové oblasti s využitím okénkové funkce. 
 
§ Periodizace - doplnění signálu periodickým opakováním původního, vhodná 
pro signály periodického charakteru s periodou kmitočtově nejnižší složky 
rovnou délce analyzovaného úseku, nevyvolává vznik artefaktů na okrajích 
výsledku transformace. 
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6 Číslicová filtrace pro potlačení šumu 
 Problém, kdy je jistý užitečný signál znehodnocen aditivním šumem byl a je 
předmětem zájmu mnoha vědců a výzkumníků z jak praktických tak teoretických 
důvodů. Tradiční, lineární metody odstraňování aditivního šumu jako je Fourierova či 
Wienerova filtrace byly po dlouhou dobu velmi oblíbené. Ne, že by se již nepoužívaly, 
ale v některých aplikacích jsou dnes jednoduše nedostačující. Nedávno objevené 
nelineární metody, obzvláště ty založené na vlnkové transformaci spojené 
s prahováním, se rychle staly velmi oblíbenými díky několika výhodám oproti 
klasickým lineárním metodám [13]. 
 
a) Klasická lineární filtrace 
 
§ Snaží se potlačit zvolená kmitočtová pásma signálu globálně, bez jakéhokoli 
rozlišení jeho užitečnosti. 
 
§ Není vhodná na širokopásmový šum, jehož kmitočtové spektrum se výrazně 
překrývá se spektrem užitečného signálu. 
 
§ Nepřizpůsobuje se úrovni šumu 
 
b) Vlnková – nelineární filtrace 
 
§ Využívá různé prahovací techniky a jeho účinnost spočívá v nalezení 
optimálního prahu. 
 
§ Výrazně lépe dokáže potlačit širokopásmový šum. 
 
§ Dokáže částečně rozlišit užitečný signál od šumu-může se přizpůsobit úrovni 
užitečného signálu v jeho libovolném úseku a úrovni rozkladu. 
 
§ Je vhodný zejména při filtraci nestacionárních signálů, jako je např. Dopplerův 
signál, kde lze snadno odhadnout úroveň šumu v libovolném pásmu. 
 
6.1 Nejpoužívanější prahovací funkce 
 
Prahování je nelineární operace, která přiřazuje malým hodnotám vzorků 
signálu menší váhu, nebo je nuluje. Existuje více druhů prahovacích funkcí, předpisů. 
Jejich vzájemné srovnání je možné z více hledisek. Jedním ze způsobů je statistická 
analýza jejich vlastností. To je sice exaktní a matematicky zcela správný způsob, ale 
v této práci budeme vycházet z dosažených výsledků, což se v praxi běžnější způsob 
[13]. 
 
a) Tvrdé prahování (hard) 
 
Při tvrdém prahování jsou všechny vzorky signálu jejichž absolutní hodnota je menší 
než zvolená hodnota prahu λ > 0, vynulovány a ostatní vzorky jsou ponechány beze 
změny. Výhodou tvrdého prahování je, že nemění velikost vstupního signálu x. 
Nevýhodou tvrdého prahování jsou skokové změny velikosti λ. Díky jediné podmínce 
je nejjednodušší na implementaci [13]. 
 









Obr. 6.1. Prahovací funkce podle vztahu 6.1 - tvrdé prahování s λ=2 
 
b) Měkké prahování (soft) 
 
Měkké prahování má podobné vlastnosti jako prahování tvrdé. Rozdílem je, že 
nedochází k tak velkým skokovým změnám prahovaného signálu. Je to díky tomu, že 
nadprahové koeficienty (v absolutní hodnotě) jsou vždy zmenšeny o velikost tohoto 
prahu. Jedná se o nejrozšířenější prahovací funkci a to z několika důvodů. Díky své 
jednoduchosti a obecně lepším výsledkům než tvrdá prahovací funkce. Ale hlavně 
spousta prahovacích metod, jako např. BayesShrink a další jsou pro tuto prahovací 
funkci přímo optimalizovány. Byly odvozovány pro měkkou prahovací funkci a proto 
se s ní dosahuje velmi dobrých výsledků. 
 











              ( 6.2 b) 
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Obr. 6.2. Prahovací funkce podle vztahu 6.2 – měkké prahování 
 
c) Prahování semisoft (firm, poloměkké) 
 
Prahování semisoft je díky své definici vlastně měkkým i tvrdým prahováním zároveň. 
Pro ovlivňování koeficientů používá dvě prahové hodnoty. Pokud jsou oba prahy 
nastaveny na stejnou hodnotu, přechází v prahování tvrdé. Naopak, pokud druhá 
(vyšší) prahová hodnota má velikost jdoucí k nekonečnu (nebo u hudebních signálů 
jdoucí k jedné), přechází tato prahovací funkce v prahování měkké a má tak i 
všechny její výhody. Obecně tedy lze tedy říci, že s touto prahovací funkcí 
dosáhneme vždy lepších výsledků než v předchozích dvou případech. Je to však za 
cenu nastavování dvou prahů, což bývá velmi složité a hlavně výpočetně velmi 
náročné [13]. 
 
Tato prahovací funkce závisí na dvou parametrech λ1 a λ2 přičemž platí, že 
 






















,  ( 6.3 b ) 
 
Tato prahovací funkce je vlastně zobecněním prahování podle (6.1) a (6.2b). Tím je 
myšleno to, že když jde práh ,2 λ  tak se prahování semisoft ),(=ˆ SEMI λdTb ii  
transformuje na prahování měkké ).,(=ˆ SOFT λdTb ii  V případě, že se pak práh 
,12 λλ   nejde o nic jiného než o tvrdé prahování ).,(=ˆ HARD λdTb ii  
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Obr. 6.3. Prahovací funkce podle vztahu 6.3 – prahování semisoft  
 
 
d) Prahování non-negative garrotte (nezápornou garotou) 
 
Dalším typem prahovací funkce je prahování nezápornou garotou (non-negative 
garrotte). Má sice složitější implementaci (díky dělení) ale na druhou stranu dává 
podstatně lepší výsledky. 
Podobné jako tvrdé prahování s tím rozdílem, že nadprahové hodnoty jsou dále 











    ( 6.4 ) 
 
 
Obr. 6.4. Prahovací funkce podle vztahu 6.4 - non-negative garrote 
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e) Hyperbolické prahování 
 
Hyperbolické prahování i prahování nezápornou garotou mají velmi podobné 
vlastnosti. Rozdílem je však to, že hyperbolické prahování poněkud více snižuje 
absolutní velikost nadprahových hodnot. To může být na některých typech signálů 
vlastnost užitečná. Proti prahování nezápornou garotou se prahovací křivka k rovině 
kvadrantu asymptoticky blíží daleko rychleji. 
 
 











Obr. 6.5. Prahovací funkce podle vztahu 6.5–hyperbolické prahování 
 - 46 - 
7 Poměr signál šum 
7.1 Šum 
Šum různého původu je nevyhnutelnou součástí každého obrazu. Pokud chceme 
šum potlačit měli bychom znát alespoň základní charakteristiky šumu obsaženého 
v obrazu. 
 
Jednoduché rozdělení šumu: 
 
Podle závislosti na obsahu obrazu: 
Obrazově nezávislý šum - (průnik šumu do přenosového media nebo tepelný šum). 
Obrazově závislý šum - (fotografická zrnitost) většinou je obtížné s ním pracovat a 
vyskytuje se při zvětšení objektu. 
 
Podle amplitudového a prostorového rozdělení: 
Šedý šum - jako příklad můžeme uvést Gaussův šum, většinou postihuje celý obraz. 
Typická hodnota amplitudového šumu je většinou zřetelně menší než hodnota 
intenzity užitečných pixelů. 
Impulzní šum - tento šum má binární rozdělení, postihuje většinou izolované pixely 
nebo menší skupiny pixelů. V tomto případě intenzita informace pixelu je považována 
za ztracenou. 
 
Podle vtahu k obrazu: 
Aditivní šum - je jednoduše přidán k originálním hodnotám pixelů. Tento šum je 
nejvíce zastoupen a je nejjednodušší s ním pracovat. 
Multiplikativní šum - intenzita každého pixelu je vynásobena odpovídající amplitudou 
šumu v každém místě.  
Další typy (konvoluční šum). 
 
Podle vlastnosti šumu v kmitočtové oblasti: 
Širokopásmový šum - většina dříve uvedených skupin. Je způsoben většinou 
nedokonalostí systému.  
Úzkopásmový šum - je charakteristický bodovou reprezentací ve frekvenčním 
spektru.   
 
Základní problém všech jednoduchých filtračních metod je jak předejít značné 
ostrosti [15].  
Směrodatná odchylka 
V matematickém vyjádření pravděpodobnosti a statistiky je směrodatná odchylka 
definována jako míra rozptylu vstupních hodnot. Směrodatná odchylka je většinou 
označována jako σ a je definována jako efektivní hodnota odchylky mezi vlastní 
skutečnou hodnotou jedné vstupní hodnoty a její střední hodnotou. Tato veličina 
popisuje jak široce je skupina dat rozprostřena. Jestliže je většina hodnot blízkých 
střední hodnotě, je směrodatná odchylka malá. Ale v opačném případě, pokud jsou 
hodnoty vzdáleny od střední hodnoty, je standardní odchylka velká. Pokud jsou 
všechny hodnoty vzájemně rovny je směrodatná odchylka nulová. Užitečnou 
vlastností  směrodatná odchylky je, že má stejnou jednotku jako vstupní hodnoty [16]. 
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Obr. 7.1 Směrodatná odchylka 
 
Směrodatná odchylka náhodných diskrétních proměnných je efektivní hodnotou 
(RMS Root-Mean-Square) rozdílu mezi hodnotou x-té vstupní veličiny a střední 











= , (7.1) 
 












= . (7.2) 
 
Normováním směrodatné odchylky 1/N-1 nám dá nejlepší odhad rozptylu, pokud tedy 
x je vzorek z Gaussova rozdělení. 
σ je ekvivalentem RMS dat, jestliže mají nulovou střední hodnotu (bílý šum) [16]. 
 
Poměr signál šum (SNR, signal-to-noise ratio) 
 
Každý signál (v našem případě obrazový) je vedle užitečné informace ovlivněn 
i šumem. Poměr užitečného signálu a šumu je označován jako SNR. Čím větší je 
poměr SNR, tím méně je šum v obraze patrný. Na absolutní hladině signálu příliš 
nezáleží, proto se musí posuzovat vzhledem k užitečnému signálu [17]. 
 
Poměr SNR je použit ve zpracování obrazu jako fyzikální měření citlivosti snímacího 
systému. V praxi se udává jednotka SNR v decibelech (dB) a proto se aplikuje vztah 
20 log (SNR). Používaným standardem pro měření a definici citlivosti je ISO 
(International Standard Organisation). V praxi se používají následující hodnoty SNR: 
32,04 dB je považováno za výbornou kvalitu obrazu, hodnota 20 dB je považována 
za akceptovatelnou hodnotu kvality obrazu [18]. 
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V moderních obrazových senzorech a systémech se používá tento následující vztah 
pro výpočet SNR pomocí standardní odchylky. Definicí SNR je poměr střední 









V součastné době nabývá vztah stále ménšího významu, směrodatná odchylka se 




=SNR . (7.4) 
 
Hodnota Signál je počítána podle následujícího vztahu: 
 
BcgrndSig= µµSignal - , (7.5) 
 
kde  µSig je střední hodnota signálu, 
        µBckrnd  je střední hodnota pozadí. 
 
 





Obr. 7.2 Určování střední hodnoty signálu a pozadí z obrazu 
 
Efektivní hodnota šumu je definována jako druhá odmocnina ze součtu variací 
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=RMS , (7.6) 
 
 
kde: n    je číslo řádku v signálu nebo v pozadí, 
        Xi   je i-tá hodnota řádku v signálu nebo v pozadí. 
 
 
V praxi se používá logaritmické vyjádření SNR [20]. 
 
SNRlog20SNR 10dB =   (7.7) 
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8 Experimentální část 
Úkolem mé experimentální části byla filtrace MR snímků smrkových jehlic. Snímky 
byly snímány s různým rozlišením (128 x 128 bodů, 256 x 256 bodů a 
512 x 512 bodů) a to na MR tomografu ÚPT 4,7 T/200 MHz. 
 
Na každém snímku můžeme vidět řezy tří jehlic. Tyto řezy jsou cca 3 mm silné.   
 
Filtrační metody na bázi vlnkové transformace 2D signálů byly realizovány 
v programovém prostředí Matlab a aplikovány na snímky smrkových jehlic. Pro 
zobrazování snímků a určování poměru SNR jsem použil program Marevisi. 
 
 
Pro filtraci jsme použil sedm různých vlnek, vlnku Daubechies jsem použil dvakrát 
s různými parametry. Haurovu vlnku (haar_2) druhého řádu, Daubechies (db_1_3) 
prvního řádu s počtem stupňů rozkladu 3 a (db_5_1) pátého řádu s počtem stupňů 
rozkladu 1. Symlets vlnku (sym_2_3) jsem použil druhého řádu s počtem stupňů 
rozkladu 3. Coiflets vlnku (coif_1_3) prvního řádu s počtem stupňů rozkladu 3, 
Biorhogonál (bior_11_3) 1,1 řádu s počtem stupňů rozkladu 3, vlnku Reverse 
Biorthogonal (rbior_55_3) jsem použil 5,5tého řádu a počtem s počtem stupňů 
rozkladu 3 a diskrétní Meyerovu vlnku (dmey_3) řádu 3. 
 
Při filtraci obrazu jsem pracoval s měkkým prahováním. Princip prahování je popsán 
v teoretické části v kapitole 6.1 a je znázorněn na obr. 6.2. Pro rozklad vstupního 
signálu jsem užil lineární banku filtrů uvedenou na obr. 4.7. 
 
Na následujících obrázcích lze pozorovat změny kvality signálu po provedené filtraci. 
Jsou zde znázorněny všechny typy vlnek, které jsem uvedl dříve a základní 
nefiltrovaný snímek.  
 
Na obr. 8.1 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou bior_11_3. 
Můžeme zde pozorovat úspěšnost filtrace v oblasti užitečného signálu a v oblasti 
šumu. Obraz nebyl zkreslen ani v oblasti jehlic. Filtrací se zvýšila i ostrost obrazu.  
 
   
 a) b) 
Obr. 8.1 Snímky jehlic s rozlišením 128 bodů 
a) zadaný snímek, b) bior_11_3  
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Na obr. 8.2 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou coif_1_3. 
Můžeme zde pozorovat velice dobrou úspěšnost filtrace v oblasti užitečného signálu 
a v oblasti šumu. Především části jehlic jsou velice dobře vyfiltrovány a nezkresleny. 




a)       b) 
Obr. 8.2 Snímky jehlic s rozlišením 128 bodů 
a) zadaný snímek , b) coif_1_3 
 
 
Na obr. 8.3 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou db_5_1. Zde 
se kvalita filtrace poněkud snížila, ale filtrace oblasti jehlic v obraze je velice kvalitní.   
 
  
a)       b) 
Obr. 8.3 Snímky jehlic s rozlišením 128 bodů 
zadaný snímek, b) db_5_1 
 
 
Na obr. 8.4 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou db_1_3. 
Můžeme zde pozorovat dobrou filtraci v oblasti šumu, ale v oblasti užitečného signálu 
dochází k menšímu zkreslení. Oblasti jehlic jsou částečně zkresleny. 
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a)       b) 
 
Obr. 8.4 Snímky jehlic s rozlišením 128 bodů 
a) zadaný snímek, b) db_1_3 
 
 
Na obr. 8.5 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou rbio_55_3. 
Můžeme zde pozorovat úspěšnost filtrace v oblasti užitečného signálu a v oblasti 




a)       b) 
 
Obr. 8.5 Snímky jehlic s rozlišením 128 bodů 
a) zadaný snímek, b) rbio_55_3 
 
 
Na obr. 8.6 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou sym_2_3. 
Můžeme zde pozorovat velice dobrou úspěšnost filtrace v oblasti užitečného signálu 
a v oblasti šumu. Oblasti jehlic jsou částečně zkresleny při použití této vlnky. Filtrací 
se zvýšila i ostrost obrazu. Filtraci touto vlnkou můžeme považovat jako jednu 
z nejúspěšnějších. 
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a)       b) 
Obr. 8.6 Snímky jehlic s rozlišením 128 bodů 
a) zadaný snímek, b) sym_2_3 
 
 
Na obr. 8.7 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou haar_2. 
Můžeme zde pozorovat částečné zkreslení v oblasti užitečného signálu. Oblasti jehlic 
jsou zkresleny při použití této vlnky.  
 
  
a)       b) 
Obr. 8.7 Snímky jehlic s rozlišením 128 bodů 
a) zadaný snímek, b) haar_2 
 
 
Na obr. 8.8 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou dmey_3. 
Můžeme zde pozorovat zkreslení v oblasti užitečného signálu a v oblasti šumu. 
Oblasti jehlic jsou dost zkresleny při použití této vlnky. Filtrací se částečně snížila 
ostrost obrazu. 
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a)       b) 
Obr. 8.8 Snímky jehlic s rozlišením 128 bodů 
a) zadaný snímek, b) dmey_3 
 
 
Na následujících obrázcích jsou znázorněny snímky snímané při rozlišení 256 x 256 
bodů. Filtrace těchto snímků nebyla tak úspěšná jako pro nižším rozlišení, protože 
originální snímky byly více ovlivněny šumem.  
 
 
Na obr. 8.9 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou bior_11_3. 
Filtrací se zvýšila celková ostrost obrazu. Ale v oblasti užitečného signálu se dají 




a)       b) 
Obr. 8.9 Snímky jehlic s rozlišením 256 bodů 
a) zadaný snímek, b) bior_11_3 
 
 
Na obr. 8.10 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou coif_1_3. 
Filtrací se zvýšila celková ostrost obrazu. Ale v oblasti užitečného signálu se dají 
pozorovat zbytky šumu po filtraci. Oblasti jehlic jsou nepatrně zkresleny při použití 
této vlnky. 
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a)       b) 
Obr. 8.10 Snímky jehlic s rozlišením 256 bodů 
a) zadaný snímek, b) coif_1_3 
 
 
Na obr. 8.11 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou db_5_1. 
Filtrací se velice zvýšila celková ostrost obrazu. Ale v oblasti užitečného signálu a 
v oblasti šumu se dají pozorovat zbytky šumu po filtraci. Oblasti jehlic nejsou 
zkresleny při použití této vlnky. 
 
 
a)       b) 
Obr. 8.11 Snímky jehlic s rozlišením 256 bodů 
a) zadaný snímek, b) db_5_1 
 
 
Na obr. 8.12 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou db_1_3. 
Filtrací se zvýšila celková ostrost obrazu. Oblasti jehlic nejsou zkresleny při použití 
této vlnky. Filtraci touto vlnkou můžeme považovat jako jednu z nejúspěšnějších pro 
rozlišení 256 bodů. 
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a)       b) 
Obr. 8.12 Snímky jehlic s rozlišením 256 bodů 
a) zadaný snímek, b) db_1_3 
 
 
Na obr. 8.13 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou rbio_55_3. 
Filtrací se zvýšila celková ostrost obrazu. Ale v oblasti užitečného signálu se dají 
pozorovat zbytky šumu po filtraci. Oblasti jehlic jsou kvalitně vyfiltrovány při použití 
této vlnky. 
 
   
a)       b) 
Obr. 8.13 Snímky jehlic s rozlišením 256 bodů 
a) zadaný snímek, b) rbio_55_3 
 
 
Na obr. 8.14 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou sym_2_3. 
Filtrací se zvýšila celková ostrost obrazu. Ale v oblasti užitečného signálu se dají 
pozorovat zbytky šumu po filtraci. Oblasti jehlic jsou nepatrně zkresleny při použití 
této vlnky. 
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a)       b) 
Obr. 8.14 Snímky jehlic s rozlišením 256 bodů 
a) zadaný snímek, b) sym_2_3 
 
 
Na obr. 8.15 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou haar_2. 
Filtrací se zvýšila celková ostrost obrazu. Ale v oblasti užitečného signálu se dají 




a)       b) 
Obr. 8.15 Snímky jehlic s rozlišením 256 bodů 
a) zadaný snímek, b) haar_2 
 
 
Na obr. 8.16 je vidět a) původní obraz, b) tentýž obraz zpracovaný vlnkou dmey_3. 
Filtrací se zvýšila celková ostrost obrazu. Ale v oblasti užitečného signálu se dají 
pozorovat zbytky šumu po filtraci. Oblasti jehlic jsou nepatrně zkresleny při použití 
této vlnky. 
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a)       b) 
Obr. 8.16 Snímky jehlic s rozlišením 256 bodů 
a) zadaný snímek, b) dmey_3 
 
Na následujících obrázcích jsou snímky snímané při rozlišení 512 x 512 bodů. Poměr 
SNR je zde velice malý v porovnání s rozlišením128 bodů a 256 bodů. Zpracované 






 b) c) 
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 d) e) 
     
 
 f) g) 
    
 
 h) i) 
    
 
Obr. 8.17 Snímky po filtraci vlnkami s rozlišením 512 bodů 
a) zadaný snímek, b) bior_11_3, c) coif_1_3, d) db_5_1, e) db_1_3, f) rbio_55_3, 
g) sym_2_3 h) haar_2 i) dmey_3 
 
Na všechny druhy rozlišení jsem aplikoval vlnky se stejnými parametry, které jsem 
uvedl v úvodu této kapitoly. Proto je stále patrný šum v rozlišení 256 bodů a 512 
bodů. Použitelnost filtrovaných snímků s rozlišením 512 bodů je v porovnání 
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s rozlišením 128 bodů a 256 bodů velice malá což je i dokázáno v tab. 8.3. Při filtraci 
jsem nekladl důraz jen na co největší poměr SNR, ale především na kvalitu obrazu 
v částech, kde se nacházejí části jehlic. Toto byl jeden z hlavních požadavků, protože 
nás nezajímá celý obraz, ale především časti obrazu s jehlicemi. Podle tohoto 
hodnocení nejlépe vyhovovaly vlnky coif_1_3, db_5_1 a sym_2_3, které mají oblasti 
jehlic nejlépe vyfiltrovány a minimálně zkresleny. 
 
Z filtrovaných snímků jehlic na obr. 8.1 - obr. 8.17. jsem určoval poměr SNR 
jednotlivých obrazů po filtraci. Z nejhomogennější části obrazu jsem určoval velikosti 
střední hodnoty signálu (mean) a efektivní hodnoty šumu (s.d.). Tyto hodnoty jsem 
určoval v programu Marevisi. 
 










Tab. 8.1 Hodnoty vypočítaných S/N ve snímcích s rozlišením 128 bodů 
 
Pokud bychom účinnost filtrace posuzovali pouze poměrem S/N, nejlépe by 
vycházely vlnky coif_1_3, rbior_55_3, db_1_3, sym_2_3. 
 
Nižší hodnota velikosti poměru S/N v tabulce 8.2 je ovlivněna dvěma důvody. První 
z nich je, že se ve snímcích stále nachází poměrně dost šumu, protože filtrace byla 
navržena pro rozlišení 128 bodů a při větším rozlišení filtrovaného obrazu ztrácí 
účinnost. Druhý důvod je ten, že ve větším rozlišení snímků, v tomto případě 256 
bodů bude poměr S/N klesat oproti nižšímu rozlišení 128 bodů.  
 
  original bior coif db 5_1 db 1_3 rbior sym haar dmey 
střední 
hodnota 
signálu 83747 83065 83559 82635 82672 83639 83641 83893 84086 
směrodatná 
odchylka 
šumu 6936,4 1508 1678,5 3590,1 2013,6 2819,9 1786,5 1731,2 2938,7 
SNR 12,07 55,08 49,78 23,02 41,06 29,66 46,82 48,46 28,61 
 
Tab. 8.2 Hodnoty vypočítaných S/N ve snímcích s rozlišením 256 bodů 
 
V poslední tabulce můžeme vidět, že hodnoty S/N pro toto rozlišení jsou velice malé, 
jeden z důvodů je opět velké rozlišení, ale také volby parametrů vlnek, které byly 




vlnka žádná bior coif db_5_1 db_1_3 rbior sym haar dmey 
střední 
hodnota 
signálu 80741,6 80523,3 79841,2 81799,8 81949 80185,1 80913,5 81003,6 82899,7 
směrodatná 
odchylka 
šumu 3462,35 688,454 350,427 1557,93 442,89 382,063 440,961 541,997 680,339 
 - 61 - 
  original bior coif db 5_1 db 1_3 rbior sym haar dmey 
střední 
hodnota 
signálu 82259 82005 82003 81828 81783 81791 81605 82187 82051 
směrodatná 
odchylka 
šumu 16588 3711,5 4337,4 7780,8 2554,2 4421,7 3064,4 3227,4 4213 
SNR 4,96 22,09 18,91 10,52 32,02 18,50 26,63 25,47 19,48 
 
Tab. 8.3 Hodnoty vypočítaných S/N ve snímcích s rozlišením 512 bodů 
 
Pro porovnání účinnosti vlnkové transformace jsem zadaný snímek filtroval dvojicí 
klasických filtrů, kterými jsou Gaussian filtr a Hanning filtr. Tyto filtry jsem definoval 
v programovém prostředí Matlab. Hanningův filtr jsem aplikoval pouze na rozlišení 
128 bodů z důvodů velkého viditelného ovlivnění signálu už při tomto rozlišení. 
Gaussian filtr jsem použil na všechna tři rozlišení. 
  
Obr. 8.18 Snímky jehlic s rozlišením 128 bodů 
a) zadaný snímek, b) Gaussian filtr 
 
Při pohledu na obr. 8.18 b) je viditelné zvětšení šumu v téměř celé oblasti užitečného 
signálu. Z toho důvodu je tato filtrace zbytečná. 
 
  
Obr. 8.19 Snímky jehlic s rozlišením 256 bodů 
a) zadaný snímek, b) Gaussian filtr 
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Na obr. 8.19 b) můžeme pozorovat přesaturovaný filtrovaný snímek. Tento snímek je 
nepoužitelný z důvodu velkého zkreslení. 
 
 
Obr. 8.20 Snímky jehlic s rozlišením 512 bodů 
a) zadaný snímek, b) Gaussian filtr 
 
Obr. 8.20 b) se liší jen nepatrně od originálního snímku, filtrace je zde zanedbatelná. 
 
Na následujících obrázcích jsou uvedeny výsledky filtrace pomocí Hanningova filtru, 
kterou můžeme považovat za dost zdařilou, i když je snímek viditelně přesaturován. 
 
 
Obr. 8.21 Snímky jehlic s rozlišením 128 bodů 
a) zadaný snímek, b) Hanningův filtr 
 
 
V následující části jsem určoval pomocí programu Marevisi úrovně šumu a 
užitečného signálu v řezu snímku a porovnával jsem je se zadaným obrázkem. Pro 
názornost jsem použil pouze rozlišení 128 bodů. Je zde vidět odlišnost od snímků 
zobrazený v programu Matlab. Tato odlišnost je způsobena pouze zobrazení v jiném 
programu. Zobrazil jsem tyto řezy pro všechny typy vlnek, které jsem použil pro 
filtraci. V práci jsem uvedl pouze 3 z nich z toho důvodu, že je velice obtížné 
rozpoznat odlišnosti řezů jednotlivých vlnek. Řezy jsou téměř totožné. Na 
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následujících snímcích můžeme vidět, jak se změnila úroveň signálu při porovnání 
s originálním snímkem. Odstup signálu od šumu je pozorovatelný především na ose 
x. 
 
Vybral jsem řez středem jedné z jehlic, kde je možné nejlépe pozorovat změny po 
filtraci. 
Na obr.8.22 a) vidíme, že čáry jsou dost zašumělé. Filtrací se snažíme, aby čáry byly 
co nejvíce vyhlazeny, jak vidíme na obr. 8.22 b). Dále se filtrace dá posuzovat podle 
strmosti čary, kdy přechází z úrovně šumu do úrovně užitečného signálu. Strmost se 
nejlépe posuzuje v místě jehlice. Čím je větší rozdíl, strmost mezi úrovní šumu a 
úrovní signálu tím byla použitá filtrace úspěšnější. Z důvodu obtížného odečítání 
strmosti jsem uvedl pouze obrazy tří nejúspěšnějších vlnek. 
 
 
Obr. 8.22 Snímky jehlic s úrovněmi šumu 




Obr. 8.23 Snímky jehlic s úrovněmi šumu 
a) zadaný snímek, b) db_1_3 
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Obr. 8.24 Snímky jehlic s úrovněmi šumu 
a) zadaný snímek, b) coif_1_3 
 
 
Dalším parametrem, podle kterého můžeme posuzovat účinnost filtrace jsou 
ekvipotenciální čáry v oblasti jehlice. Pro všechny vlnky jsem použil stejnou oblast, ve 
které jsem zobrazil ekvipotenciální čáry a tuto oblast jsem zvětšil pro názornější 
zobrazení. Na následujících obrázcích můžete vidět ekvipotenciální čáry pro všechny 
použité vlnky. 
 
Pokud bychom posuzovali účinnost filtrace podle ekvipotenciálních čar v oblasti 
jehlic, nejlepší zobrazený výsledek je pro vlnky coif_1_3, db_5_1 a sym_2_3. 
Především kvalita ekvipotenciálních čar pro vlnku db_5_1 je velice dobrá. Účinnost 
filtrace podle ekvipotenciálních čas se posuzuje podle jejich počtu, jejich hladkosti a 
jejich ostrosti. Tyto ekvipotenciální čáry nemusí být použity pouze k určení kvality 
filtrace, ale dá se podle nich vypočítat obvod zobrazených jehlic. V tomto případě 
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 b) c) 
     
 
 d) e) 
      
 
 f) g) 
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 h) i) 
     
 
 
Obr. 8.25 Ekvipotenciální čáry pro jednu část vybraného snímku 
a) zadaný snímek, b) bior_11_3, c) coif_1_3, d) db_5_1, e) db_1_3, f) rbio_55_3, 
g) sym_2_3 h) haar_2 i) dmey_3 
 
 
Při zobrazení tří ekvipotenciálních čar, jak je tomu např. na obr. 8. 18 f) nebo g), 
můžeme považovat druhou ekvipotenciální čáru za obvod jehlice. Tento princip jsem 
naznačil i na následujících obrázcích. Na prvním z nich jsou uvedeny ekvipotenciály 
na celém snímku a na obr. 8.27 je uveden detail pro jehlici, která se nachází 




Obr. 8.26 Ekvipotenciální čáry filtrovaného snímku vlnkou coif_1_3 
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Obr. 8.24 Ekvipotenciální čáry snímku filtrovaného vlnkou coif_1_3-detail 
 
Jehlice, které byly použity k experimentu můžeme považovat za rovnovlákné a ke 
zkoumání byla použita pouze jejich homogenní část. Z toho důvodu je jejich šířka 
téměř zanedbatelná. Přesto byla šířka řezu jehlice volena cca 3 mm. Velice důležité, 
ale i prakticky náročné je tyto jehlice uložit kolmo na podložku. Jinak bychom 
nesnímali pouze řez, který je pro nás nejdůležitější, ale také boční stěnu jehlice, která 
pro nás nemá vypovídající informace.  
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9 Závěr 
V diplomové práci je řešena problematika odstraňování šumu z obrazů snímaných při 
metodách založených na principu nukleární magnetické rezonance. Odstranění šumu 
je významným úkolem v MR tomografii, MR mikroskopii i lokalizované MR 
spektroskopii. Cílem práce bylo navrhnout a ověřit filtrační metodu využívající bank 
číslicových filtrů a vlnkové transformace. 
 
V teoretické části práce jsem uvedl základní pojmy a definice, které se týkají principů 
nukleární magnetické rezonance, signálů snímaných při NMR, základů číslicových 
filtrů, bank filtrů a vlnkové (Waveletové) transformace. 
 
V  praktické části jsem řešil problematiku filtrace obrazů příčných řezů smrkových 
jehlic snímaných při nukleární magnetické rezonanci. Obrazy byly snímány ve třech 
různých rozlišeních (128 x 128 bodů, 256 x 256 bodů a 512 x 512 bodů) na MR 
tomografu ÚPT 4,7 T/200 MHz. Předložené obrazy jsem zpracoval pomocí bank filtrů 
a vlnkové transformace. Při filtraci jsem používal měkkého prahování. Měkké 
prahování jsem si vybral proto, že u něj nedochází k tak velkým skokovým změnám 
prahovaného signálu jako při tvrdém. Při filtraci obrazů jsem použil sedm druhů 
vlnek. Vlnky bior (Biorthogonal), coif (Coiflets), db (Daubechies), rbior (Reverse 
Biorthognonal), sym (Symlets), haar (Harr), dmey (Discrete Meyer). Vlnková 
protišumová filtrace je založena na analýze vstupního signálu do několika subpásem, 
následuje prahování koeficientů v těchto pásmech a nakonec je provedena 
rekonstrukce. 
 
Postupně jsem filtroval obrazy všech tří rozlišení vlnkami, které jsme uvedl. 
Koeficienty vlnek jsme použil pro všechna rozlišení stejné, abych poté mohl 
navzájem porovnat filtrované snímky a ukázal, jak s vyšším rozlišení obrazu klesá 
poměr SNR. Dále jsem vykreslil ekvipotenciální čáry zvětšených jehlic. 
Ekvipotenciální čáry nemusí být použity pouze na určení kvality filtrace, ale dá se 
podle nich vypočítat obvod jehlic, které se nachází ve snímku. Dále jsem počítal 
poměr SNR, když jsem zjišťoval velikosti střední hodnoty signálu a efektivní hodnotu 
šumu z nejhomogennější části obrazu. Pro zjištění těchto hodnot jsme použil 
program Marevisi. 
 
Hodnocení použité filtrace se dá rozdělit do několika částí. Podle kvalitu obrazu 
v oblastech, kde se nacházejí části jehlic byl šum nejlépe odstraněn vlnkami coif, 
db_5_1 a sym. Dalším kritériem hodnocení účinnosti filtrace byl poměr SNR. Zde je 
možné pozorovat nejlepší výsledky pro vlnky coif, rbior, db_1_3, a sym. Jako 
následující kritérium pro vyhodnocení kvality filtrace jsme použil ekvipotenciální čáry. 
Kvalitu filtrace poznáme podle hladkosti, počtu a ostrosti ekvipotenciálních čar. 
V tomto případě nejlepší výsledky vycházely při použití vlnek coif, db_5_1 a sym. Po 
celkovém zhodnocení všech tří kritérií nejlépe odstranily šum vlnky coif a sym. Dále i 
vlnka db_5_1 vykazovala dobré výsledky, především při porovnání podle kvality 
ekvipotenciálních čar. Úspěšnost filtrace se dá také posuzovat podle strmosti křivky 
přechodu mezi úrovní šumu a signálu v řezu jehlice. Výsledky této filtrace odpovídají 
výsledkům posuzovaným pomocí ekvipotenciálních čar. 
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